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M¢thode a Noyau

Au chapitre précédent, nous avons vu les méthodes a noyau
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Malheureusement, on doif toujours avoir-acces aux données
d’entrainement ! b
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Comparaison entre X et toutes les données d’entrainement X, Vn
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Machine a vecteur de Support

(support vector machine, SVM en anglais)

» Algorithme principalement dédi¢ a la classification binaire

» Apres I’entrainement, SVM seulement un sous-ensemble des données
d’entrainement

» Plusieursdes a, vontétre a0

S A
Classification linéaire RAPPEL |

Classe C0
°
xz A ° e -
o, © r=1 yw(x): Wy T WX + Wy X,
e 7 —~T—
L % K =w, +W'X
o ** X Classe C1
TN
('/’ * r S
) M
W

Un probleme est linéairement séparable
si on peut séparer les éléments de chaque
classe avec un hyperplan.
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Au ceeur des machines a vecteurs de support

figure la notion de marge.
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g Marge

V(X)) <0
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Yi(¥)>0

Preuve au tableau
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(Pour étre général, on va considérer g(x)
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La marge est la plus petite distance entre la
surface de séparation et les données d’entrainement
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marge =min, [t

10




<

/Classiﬁeur a marge maximale

Un SVM cherche les paramétres w' et w, de I’hyperplan qui
maximisent la marge

arg max {marge(w, w, )}
W, W,

=arg max{mm t J}
& ||W||
=arg max{mln [t )+, J}
& Ml
=arg n)ax{ min,, (x,)+w, ))}
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Probléeme!

Il existe une infinité de solutions au probléme de la page précédente!

La marge est la méme si on multiplie 1" et W, par une constante non nulle (a)
we(x )+w, aw' d(x,)+aw
n 0 _ f n 0
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Solution!

‘

Contraindre la solution pour que les vecteurs de support

(s B(%,))=1, (7743, )+, )=1
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Sans contrainte

(5%, )+ w, )> 0

Vecteur de suppu

Marge
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Avec contrainte
£ (5B (%, )+ w, )> 1
y=1
y=20
/ y=-
Vecteur de support\/
Marge
N v
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4 Exemple de reésultat au terme N
d’une optimisation SVM
y=-—1
y=20
Vecteurs de y=1
support
rd . "
N ©
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En supposant que I’ensemble d’entrainement est linéairement
séparable, on a :

arg max éminn (tn (V"Tg ()_én )+ Wo ))
e

2 fagons de résoudre ce probléme :

» Approche primale
» Approche duale
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Approche primale

19

a

Approche primale

W, Wy

arg max{

¥

Equivalent a

n

T (-
n n 0
=1

arg min{l HVV”Z}
w,w, 2

ta.t, (54, )+w, )21 Vn

Ce probléme d’optimisation est un programme quadratique
pour lequel il existe de nombreuses bibliothéques informatiques

_/
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Approche duale:
inclure les noyaux dans SVM

21
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Approche duale

arg min{luﬂz‘f}
W, W 2

t.q.t, (VVT¢7 (x,)+w, )z 1 Vn

On peut enlever les contraintes en introduisant les multiplicateurs de Lagrange
(voir Bishop, Annexe E)

L(w Wy, d ——HWH Za { ( +w0) 1} t.qa, =0
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Approche duale
. /1— :3 S
argmng{—”w” } )

i \

I \
On peut emlever les contraintes en introduisant les multlpllcateurs de Lagrange
(voir BlShOp Annexe E) )
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L, w,,a ——HWH Zan{n(w¢ +w0) } t.qa, >0

23

a

L(w, w,,a ——HWH Zan{n<w¢ +w0) } t.qa, >0

En annulant les dérivées  OL0%:wy.a) _ 0 OL(i, y,d) _ 0
ow ow,
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M
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wwo, ——HWH —Zan{n<w¢ +w0) } t.qa, >0

En annulant les dérivées L% w0.d@) _ L, wi,d) 0
ow ow,

M=
M
S
:N
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on peut exprimer W comme une
combinaison linéaire des entrées
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On peut alors réécrire L(iw,w,,d) comme suit

/¢(fn ) #(%,)

N t—‘—l
aaltt
L 2 Zannmk )

n=1 n=1 m=1

N
ou on a toujours a, >0 et Y at, =0

n=1
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On peut alors réécrire L(iw,w,,d) comme suit
- \T -
N PCORICH

- 1 L& ——
L(Zi) = zaﬂ _Ezzanamtntmk(xn’fm)

n=1 n=1 m=1

N
ou on a toujours a, >0 et Y. at, =0

n=1

Solution par programme quadratique

L Représentation duale avec I’astuce du noyau

"
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a, {tny X’n)—l} =0

- #(%) 8(

- 1 ——
L(a)=2 a,~2 2 > a,a,tt,k(%,:%,)
n=1

n=l m=1

On peut démontrer que la solution 4L () satisfait

a, =0

tny(fcn)—IZO

Implique ou

Li¢ aux conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
(voir Bishop, annexe E)

%,)

t,y(%,)=leta, >0

t,y(%,)>1eta,=0

~

>

28

14



-

\_

a,{t,y(%,)-1}

<

(%) 4(%,)

~, N 1
L(a)=2a,-7
n=l1

N N l_‘_l
D> > aa,ntk(3,.5,)

n=1 m=1

On peut démontrer que la solution 4L () satisfait

a 20

tny(fcn)—IZO

Li¢ aux conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
(voir Bishop, annexe E)

0

Vecteurs de support

[tny(?cn):l eta,>0 ]
ou

t,y(%,)>1eta,=0

Implique

-
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Exemple

Vecteurs de \

o ZLny()_én)zl et an 20 support
y=-
y=20
y=1
@
@
©
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( otny(fn)zletanzo Vescl::)lll)l;)sr:le\
EXemple O ty(X,)>leta,=0
© y=—1
® ® y=0
®@ © y =1
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( otny(fn)zletanzo Vescl::)l;:(;sr;ie\
EXemple (o] tny(?cn)>1 eta, =0
y=—1
y=0
y=1
\ 32 J
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Exemple

(o] tny(fn ) =1et a, >0 Vecteurs de \

support

La solution aurait été identique,
méme si les points O n’avaient
pas été dans I’ensemble

d’entrainement!
33 J
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/Exemple avec noyau gaussien N
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/Exemple avec noyau gaussien

) ) )
Surface de décision

<
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/Exemple avec noyau gaussien

~

O I Vecteurs de support l

) ) )
Surface de décision
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/Exemple avec noyau gaussien

<

O I Vecteurs de support l

o ———8—— |

) ) )
Surface de décision
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Seuls les vecteurs de Noyau
\ support vont voter!

Prédiction avec la représentation duale
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Prediction avec la représentation duale

(antnk(i’:n > 5“:)) + WO

Voir équation 7.18 pour calculer W),
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Donn¢es non séparables

41
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arg maX — n\'n n 0
wo | [ -1

SVM : Approche primale

arg min{luwuz}
W, W, 2

Equivalent &
tq.1, (3 (F, )+ wp )21 n

Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

pour lequel il existe de nombreuses bibliothéques
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SVM : Approche primale

—

RAPPEL'
1 (orre

argn:lax =1 n\'n n 0
w | ] §

Que faires’ilya :

- Des données aberrantes dans I’ensemble d’entrainement?
- Siles données des 2 classes se chevauchent?

t.q.., W o(x,)+w )21 Vn

Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

pour lequel il existe de nombreuses bibliothéques
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Exemple de classes qui se chevauchent
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Variables de ressort (slack variables)

Permettre que certains exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

S I T u
arg rﬂn{%uw“z} - arg %%{EHWH }+ C; S
Vn,& 20

Les variables de ressorts £ correspondent aux violations
des contraintes de marge.

\_ _/
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Variables de ressort (slack variables)

Permettre que certains exemples ne respectent pas la

contrainte de marge

1y (T

argmin| 27 | oremin 1+

wowy | 2 Devient L"_» _ '_:f’,-z-]----'
tq.t,,(#,)21 W t-q-tnyw(¢(xn))21,j§;
vn,§, 20

Les variables de ressorts £ correspondent aux violations

des contraintes de marge.

\_ _/
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Variables de ressort (slack variables)

Permettre que certains exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

.1y~ ar min{ }+C ______
are Iv?}v?{_ HWH2 } Devient ¢ | HWH Z é:

tq.0,,((F,))>1 Vn tq.1,7:(0(%,)214&

_____

Si &, est plus grand que 1, la donnée est alors mal classée.

\_ _/
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Variables de ressort (slack variables)

Permettre que certains exemples ne respectent pas la

contrainte de marge

ttttt

o] | ey PR
t.q.7 yw(¢( ,,))>1 vn t'q-tnyrv(¢( ))Zl—{é‘i

_____

La constante C > 0 est un hyper-parameétre

* Plus C est petit, plus on permet des données mal classées

\_ _/
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Exemple (variables de ressort)

y==1
y=20

Q© vecteurs de support

—1 Lesentrées qui violent
Yy = les contraintes de marge
sont aussi des
vecteurs de support

4 )

Variables de ressort — représentation duale

On peut montrer que la représentation duale demeure la méme que
sans variable de ressort

Z(&) ZN:a ——ZZanamtntmk x,)
n=l1 n=1 m=1

_____

mais avec les contraintes C >'a >0 et Za t =0

nn

_____

n=1

Reste un probléme de programmation quadratique

N »
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Variables de ressort — représentation primale

arg mln{ HWH }+CZ§

wwaf

tq.2,,(#(%,))=1- &,
vn,& =0
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Variables de ressort — représentation primale

arg mln{ HWH }-I— CZ§

tq.g, 2 l_th’w(¢( n))
Vn,& 20
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Variables de ressort — représentation primale

argmin [ + €3 max(0.1 1,7, (4[5, )
w>Wo n=l1

Forme similaire a celle présentée au chapitre sur la segmentation linéaire!

N c

53

Méme forme qu’au chapitre 4!

Constante
l
N 1 2
argmin ) max(0,1-2,y,(4(%, )+ 2|
T =l / /(/1 ~1/2C)

/ /

Fonction de perte Régularisation
(Hinge loss)

Solution obtenue par descente de gradient

N *
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Résumé (SVM sans noyau - primal) )

« Modéle: ); (¢(f,, )) = VT’T¢(§n )+ Wo

* Probléme: | . min %”W”Z +Ci £
W n=1

tq.&, 21-1,y.(4(%,))
Vn,& 20

* Hyper-paramétres: C

* Entrainement : résoudre programme quadratique

\_ _/
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Résumé (SVM sans noyau - primal) )

« Modele: V; (¢(f,, )) = VT’T¢(§n )+ Wo

* Probléme: | min %”W”Z +Ci £
W n=1

tq.&, 21-1,y.(4(%,))
Vn,& 20

* Hyper-paramétres: C

* Entrainement : descente de gradient

arg min i max(0,1-7,y;(4(%, )+ ﬂHﬂ’HZ
n=l1

\_ G _/
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(Résumé (SVM avec noyau - dual) )
« Modéle: yv—v(¢(fn)):VT’T¢(§n)+Wo

* Probléme : argmm Za ——ZZanamtntmk x,)

nlml

tq. C=a, 20 et Zant,, =0 | Plusieurs des a, seronta 0
n=1

* Hyper-paramétres: C

* Entrainement : programme quadratique

N
* Prédiction: y()_c'n) = Zantnk(f ,?c)+ W,

n=l1
\ Seuls les vecteurs de ) L J

support vont voter!
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Peut s’étendre a la régression

Voir section 7.1.4
yx) 1 y+e

y—€

&0
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