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Modélisation non linéaire

• On a vu plusieurs algorithmes basés sur des modèles linéaires (régression 
ou classification)

• Malheureusement, pas tous les problèmes peuvent être résolus avec un 
modèle linéaire

• Par contre, on peut obtenir des modèles non-linéaires à l’aide de fonctions 
de base non-linéaires
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Exemple tp1 : fonctions de bases polynomiales (1D)

RAPPEL

Fonctions de base polynomiales
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Méthodes à noyau

Revenons au problème de la régression (Maximum a posteriori – Chap 3) :

RAPPEL
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Méthodes à noyau

Si on fixe le gradient par rapport à à 0, on observe que

Revenons au problème de la régression (Maximum a posteriori – Chap 3) :
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Méthodes à noyau

La solution est une somme pondérée des entrées dans l’ensemble
d’entraînement

Revenons au problème de la régression (Maximum a posteriori – Chap 3) :
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Méthodes à noyau

Idée : plutôt que d’optimiser par rapport à ,

optimisons par rapport à a
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Méthodes à noyau
Partant de 

Si on remplace par            on peut démontrer qu’on obtienta
T

C’est la représentation duale de J(W)

w


  aatttaaaaJ TTTTTTTT 
 

Représentation duale
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On peut aussi noter que                     où   
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Matrice de Gram

  aatttaaaaJ TTTTTTTT 
 
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Matrice de Gram

La matrice de Gram est une matrice N x N contenant le produit 
scalaire entre chaque élément de l’ensemble d’entraînement.

Illustration en 2D 
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Matrice de Gram

La matrice de Gram est une matrice N x N contenant le produit 
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Illustration en 2D 
Données après avoir appliquer

les fonctions de base
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Représentation Duale

  aKatttKaaKKaaJ
 TTTT 

On peut démontrer qu’en fixant à zéro la dérivée                    on obtient  0 aJ


  tIKa N

 1 
Vecteur Nx1 contenant
les N cibles de l’ensemble
d’entraînement 

Matrice Identité N x NMatrice N x N de Gram

Preuve à faire en devoir

Représentation Duale
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Méthode à noyau duale (version alpha)

Entraînement

    NN txtxD ,,,,  brutesnt entraînemed' données lesSoient 11


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


Généralisation

Appliquer les fonctions de base à chaque donnée :   nxx nn      
 

Mettre les N cibles dans un vecteur à N dimensions t


Calculer la matrice N x N de Gram :       mnxxxxK mnmn ,   , T 
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Appliquer les fonctions de base à la donnée à prédire : 
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Peut-on améliorer l’efficacité 
des algorithmes de la page précédente?

OUI!
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Astuce du noyau (kernel trick)

Dans l’algo d’entraînement de la page précédente, on calcule en premier

  nxx nn      
 

puis ensuite la matrice de Gram

      mnxxxxK mnmn ,   , T 
 

L’astuce du noyau permet de calculer K sans avoir à calculer
ce qui est plus efficace
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Astuce du noyau (kernel trick)
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Par conséquent
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On peut montrer que le implicite que ce noyau contient tous les  
produits possibles entre au plus M éléments de

Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

   M
cxxxxk  '', T 

où c est une constante > 0
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   dxcxccxM 0100 ,...,,       1 
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On peut montrer que le implicite que ce noyau contient tous les  
produits possibles entre au plus M éléments de

Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

   M
cxxxxk  '', T 

Où c est une constante > 0
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On peut montrer que le implicite que ce noyau contient tous les  
produits possibles entre au plus M éléments de

Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

   M
cxxxxk  '', T 

Où c est une constante > 0
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Grâce à l’astuce du noyau, 

on définit un noyau         

et non

des fonctions de base       
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L’astuce du noyau

Entraînement

    NN txtxD ,,,,  brutesnt entraînemed' données lesSoient 11







Généralisation

Mettre les N cibles dans un vecteur à N dimensions t


Calculer la matrice N x N de Gram :   mnxxk mn ,   , 


  tIKa N

 1 

      xxkxxkxkx N
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,,,,  : 1

T 

    axkxya
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

T

Calculer le noyau entre chaque donnée d’entrainement et   
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Quels noyaux utiliser?

Astuce du noyau (kernel trick)

Question : comment peut-on définir des noyaux                 valides
c’est-à-dire des noyaux pour lesquels                         

 mn xxk


,

Règles pour construire des noyaux valides

   
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       
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




















Où c>0,         est une function, q(a) est un polynôme avec coefficients positifs
A est une matrice définie positive et  
les noyaux           doivent être valides.

 xf


 ba xxx


,
21,kk

     mnmn xxxxk


 T, 
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Si               est un noyau valide alors il existe une fonction de 
base         tel que                     

Construction de noyaux

Exemple1: prouvons que                  est valide si c>0 et               est un noyau valide. ',1 xxck
  ',1 xxk



     '', T
1 xxxxk

 
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
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Par conséquent
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









ˆˆ               

'               

'',

T

T

T
1







CQFD

Considérant que

On obtient que 

Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide:   2
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     

 
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Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide:   2

2

2

'

', 
xx

exxk









 
T T T

2 2 2

' ' '

2 2, '
x x x x x x

k x x e e e  
 



     

 

  validexxkxx  ',' 1
T 

Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide:   2

2

2

'

', 
xx

exxk









  2

T
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T
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T
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2

'
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

 


   ',', 12 xxckxxk



  validexxkxx  ',' 1

T 
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Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide:   2

2

2

'

', 
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exxk









  2
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

 


   ',', 12 xxckxxk




    ',exp', 23 xxkxxk




  validexxkxx  ',' 1
T 

Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide:   2

2

2

'

', 
xx

exxk









  2

T

2

T

2

T

2

''

2

'

2', 
xxxxxx

eeexxk



 


   ',', 12 xxckxxk




    ',exp', 23 xxkxxk
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Capacité d’un noyau

• Noyau polynomial: 

• Noyau gaussien:   2

2

2

'

', 
xx

exxk









   M
cxxxxk  '', T 

 plus M est grand, plus le modèle a de la capacité

 plus 2 est petit, plus le modèle a de la capacité

Résumé
• Problème:

• Paramètres :

• Entraînement :

   



N

n
nn axxkxy

1

,


  tIKa N

 1 

axaw
N

n
nn

 T

1

)(  


 somme pondérée 
des entrées

Noyau

Matrice de Gram

• Prédiction:

• Hyper-paramètres:
• 
• c et M pour le noyau polynomial
•  pour le noyau gaussien 
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