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Modélisation non linéaire

* Ona vu plusieurs algorithmes basés sur des modéles linéaires (régression
ou classification)

¢ Malheureusement, pas tous les problémes peuvent étre résolus avec un
modele linéaire

¢ Par contre, on peut obtenir des modeles non-linéaires a 1’aide de fonctions
de base non-linéaires




/Fonctions de base polynomiales
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Exemple tp1 : fonctions de bases polynomiales (/D) ¢1 (55) =X

veg e ¢ M=2
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Régression polynomiale RAPPEL l

Fonctions de base gaussiennes

Segmentation avec noyau gaussien
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Revenons au probléme de la régression (Maximum a posteriori — Chap 3) :

N
w:argm%nZ(fngZ( )2+/1*T*
n=l
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M¢thodes a noyau

Revenons au probléme de la régression (Maximum « posteriori — Chap 3) :

A
= arg mln Z(WTgo(xn) —t)?% + EWTW

Si on fixe le gradient par rapport a wa 0, on observe que

N .
:zan¢()_én) ou a, :_MER
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M¢thodes a noyau

Revenons au probléme de la régression (Maximum « posteriori — Chap 3) :

W=argm1n—Z(W Py —ty))"+=-w'w
w2 L 2

La solution W est une somme pondérée des entrées ¢()?n) dans I’ensemble
d’entrainement

Connue inconnue
inconnue \ N

= a4 )=0"a

n=1

M¢thodes a noyau

Connue inconnue
inconnue —\ N & f
w= Z a, =d'a
n=1
Idée : plutot que d’optimiser par rapport aw ,

optimisons par rapport & @
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M¢thodes a noyau

Partant de

J(7#) = i(t G + A

n=1

Si on remplace w par @ on peut démontrer qu’on obtient

J(@)=a" o> " oD G —a" dD'F +17F + Aa" D d

C’estla représentation duale de J(W)

Représentation duale

On peut aussi noter que GO’ :@ ouk,, =k(%,x%,)

k Matrice de Gram
e o5,V o(5,)

\\ Noyau
J(@)=a" oD " dD G —a" OO +17f + Aa" dD G

-
J(@)=d"KKa—a"Kf +1"f + Ad"Ka
\ J
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(Matrice de Gram

La matrice de Gram est une matrice /V x NV contenant le produit
scalaire entre chaque €1ément de I’ensemble d’entrainement.

Ilustration en 2D

Données brutes
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Matrice de Gram

La matrice de Gram est une matrice /V x NV contenant le produit
scalaire entre chaque ¢1ément de I’ensemble d’entrainement.

Illustration en 2D

k(5. %)
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Données aprés avoir appliquer
les fonctions de base

N e §(5)=(0.53.0.64)
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Représentation Duale
J(@)=a"KKa—a"Ki +1"f + Ad"Ka

On peut démontrer qu’en fixant a zéro la dérivée V.J (d ) = () on obtient

— —1 -
a= (K + Al N) t
S A X, Vecteur Nx1 contenant

N——— les N cibles de I’ensemble
d’entrainement

Matrice N x N de Gram Matrice Identité N x N

\ Preuve a faire en devoir j
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Représentation Duale

Une fois a calculée, la prédiction d’une nouvelle donnée X se fait comme suit
W(3)=w'4(3)
=a'04(%)
=+ 20, '7) @ (5)

ou
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MéthOde a noyau duale (version alpha)

Entrainement

Soient les données d'entrainement brutes D = {()?1 e (Byoty )}
Mettre les N cibles dans un vecteur & N dimensions

Appliquer les fonctions de base a chaque donnée : X, — (/;( )
Calculer la matrice N x N de Gram : K (xn,x ) ¢( ) ¢( ) Vn,m
a=(K+Al,)'t

Généralisation

Appliquer les fonctions de base a la donnée a predlre ¥ ¢(x)

R = (6, %) k(5 ¥) = (3 T () 4(%)
v, (¥)=k(¥)'a
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Peut-on améliorer I’efficacité
des algorithmes de la page précédente?
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/Astuce du noyau (kernel trick)

Dans I’algo d’entrainement de la page précédente, on calcule en premier
%, > 4(%,) vn
puis ensuite la matrice de Gram

K(%,.%,)=4(%,) 4(5,) n.m

L’astuce du noyau permet de calculer K sans avoir a calculer 5(@)
ce qui est plus efficace

<
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Astuce du noyau (kernel trick)

Exemple:
Soit X" =(x,,x,) et #(¥)" = (xf,\/lexz,xzz)

Par conséquent 10 multiplications et 2 additions

k(% 5)=¢(x) #(3)
- (xl2 , \/Exlxz ,X5 Xx'lz , \/Exl’xé ,x'2 y
= X, X" TH2x, X", x,x", +x3 X"

fusyose
=X XX,

—T —
= (%72

\ 3 multiplications et 1 addition

20
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/Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

k(x,5) = (3% +c)"

ou ¢ est une constante > 0

On peut montrer que le ¢3 (fc) implicite que ce noyau contient tous les
produits possibles entre au plus M éléments de X

M=1 = 5(%):(co,coxl,...,coxd)

21

Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

k(x,5) = (3% +c)”

Ou c est une constante > 0

On peut montrer que le qg (55) implicite que ce noyau contient tous les
produits possibles entre au plus M éléments de X

M=2 = $(x)=(cyrcoX,snCyx,,

2
Ol €%, X5

22
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(Astuce du noyau (kernel trick)

Une forme générale est le noyau polynomial

k(x,5) = (354 )"

Ou c est une constante > 0

On peut montrer que le q_f (fc) implicite que ce noyau contient tous les
produits possibles entre au plus M éléments de X

M=3 = gz;()?):(co,coxl,...,cdxd,

2
Cp1X) 5CpX Xy s

3 2
\ CriX1 G2 x2,cl23,x1x2x3,...)
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Grace a ’astuce du noyau,
on définit un noyau k(xn : xm)
et non

des fonctions de base ¢()

24
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(L’astuce du noyau

Entrainement

Soient les données d'entrainement brutes D = {(%,,,),..., (

Mettre les N cibles dans un vecteur N dimensions £

Calculer la matrice N x N de Gram : k(fcn, fcm) Vn,m

a=(K+AlL,)'t

Fyoty )}

Généralisation

Calculer le noyau entre chaque donnée d’entrainement et  :

v, (¥)=k(z)"a

k) =

(k(%,,%),.... k(%,,%))

_/
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Quels noyaux utiliser?
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Astuce du noyau (kernel trick)

-

Ou c>0, f ()?) est une function, g(a) est un polyndme avec coefficients positifs
A est une matrice définie positive et X = (fa A
\ les noyaux k,, k, doivent étre valides.

Question : comment peut-on définir des noyaux k(X ”m) valides
¢’est-a-dire des noyaux pour lesquels k(,,%,)=¢(%,) 4(%, )
Régles pour construire des noyaux valides
k(x,%")= ck, (%, %) k(%, %)= k, (%, %'k, (%, x")
kE )= k(53 +hEF) | kET)=k(FE).G)
(%, %)= f(Ek X)) | #EF)=3"AF
k(3,3') = q(k (%,5")) k33 =h(E,.5,)+ k5,5,
k(%,%') = exp(k, (%, %)) k(%,%) =k, (%,,%, )k, (%, %,

~
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Construction de noyaux

Exemplel: prouvons que ck, (55,55') est valide si ¢>0 et k, (55,55') est un noyau valide.

Si &, (fc,fc') est un noyau valide alors il existe une fonction de
baseg(¥) tel que

ki (35)=9(x) 4(x)

Par conséquent

- (Veb(®)) Veg(®))
4 4E)
\ CQFD W j
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Construction de noyaux

E-wf

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide: & ()? ,X ') —e 2

. L2 aTe T =y AT
Considérant que ”x — x'” =X ¥+xT¥-2%"%

On obtient que

30
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Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide: & ()? ,X ') —e 2

E-wp

X'x%'=k (%,%') = valide

Construction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide: & ()? ,X ') —e 2

E-wf
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fConstruction de noyaux

E-wp

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide: & (x , X ) e 2

k%,

—-T—'v

ey (%, %)
k(%,%)=e

X')= valide
k(¥ %)

xplk, (¥,%))

_’VT iy )

¥ x"x
207 207 2072

fConstruction de noyaux

Exemple2: prouvons que le noyau gaussien est valide: & (x , X ) e 2

E-wf

corpm _/




Capacité d’un noyau

« Noyau polynomial: k()?, 55') = (fo'+cy

» plus M est grand, plus le modeéle a de lacapacité

i

- -

 Noyau gaussien: k(x x) e 2

> plus 02 est petit, plus le modéle a de la capacité

35
Résumé

* Probléme: w=arg mmZ(w (% )2+ s

« Paramétres: W= Za ¢(x Y=0"d zzfsnzl‘:rgggldérée

—

 Entrainement: g = (@-HII K
'\_ Matrice de Gram

N
* Prédiction: y Z
n=l1

¥_ Noyau

* Hyper-paramétres:
s A
* cet M pour le noyau polynomial
\ * opour le noyau gaussien
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