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4 N
Apprentissage superviseé

RAPPEL
Deux sortes d’apprentissage supervisé

» Classification : la cible est un indice de classe 7 €{1, ..., K}
+ Exemple : reconnaissance de caractéres
v' X : vecteur des intensités de tous les pixels de I'image
v ¢ :identité du caractére

» Régression : la cible est un nombre réel 7 € R
*  Exemple : prédiction de la valeur d’une action & la bourse
v ¥: vecteur contenant I’information sur I’activité économique de la journée
v ¢ :valeur d’une action 4 la bourse le lendemain

e N
Apprentissage supervise

RAPPEL
Deux sortes d’apprentissage supervisé d

» Classification : la cible est un indice de classe 7 €{1, ..., K}
« Exemple : reconnaissance de caractéres
v’ X : vecteur des intensités de tous les pixels de I'image
v t:identité du caractére

» Régression : la cible est un nombre réel 1 € R
«  Exemple : prédiction de la valeur d’une action a la bourse
v' ¥: vecteur contenant I’information sur I’activité économique de la journée
v t: valeur d’une action 4 la bourse le lendemain
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Régression linéaire

* Le modéle de régression linéaire est le suivant :

Vi (X)=w, + wx, + wox, +. WX,

N *»7( )T
ou X =X, X,,..., X,

* Laprédiction correspond donc a

» Une droite pour d=1
» Un plan pour d=2
» Un hyperplan pour d>2

o
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e
Régression linéaire 1D

Exemple

Vi(X)=w, +wx

Income

Income ($K)

0 1 2 a 4 5 6 7 8
Years of post-secondary education

wcduv- dium. I fi ised-1 40383a2feab
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va
Régression linéaire 1D

Exemple

Ya(X)=w, +wx

Firearms deaths per 100,000
=

0 10 20 30 40 50 60
Gun ownership (%)

\ Source: http:/election princeton.edu/2012/12/2
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4 N
Régression linéaire 2D
Exemple
Vi (X) = W + wpx; +wyx,
&udn.sphwcbbumcbucdu/olll’MF"' _Correla » 5_Correla html ! /
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4 N
Régression linéaire
Vo (X)=w, +wx, + wox, +...+w,x,
Biais poids
\ *
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4 N
Régression linéaire
Vo (X)=w, + wx, + wox, +...+w,x,
=\ T =
Yo (B) = '3
out ¥'=(1,%,,%,,00,%, )
\ >/
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Régression linéaire

Produit scalaire

Par simplicité, nous écrirons

— - T —
Yp(X)=w'x
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e N
Probléme a résoudre

Soit un ensemble d’apprentissage :
D= {(xl’tll(xzﬂtz)"“’(xN’tN)}

Idéalement, on souhaiterait trouver un modéle tel que y;v(x,.)= t;

t

yw(xn) L
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e N
Probléme a résoudre

Malheureusement, dans la vraie vie, les données sont bruitées

t ywo(x)

yalx,)

Dans ce cas, le but est de trouver un modéle qui fait le moins

\ d’erreurs possible. /
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e

Probléme a résoudre

~

Probléme a résoudre

2

N
w:argmjnZ(yﬁ)(xn)_tn)
W n=1

11 est bien connu en technique d’apprentissage que cette solution est
optimale lorsque le bruit est gaussien.

C’est méme une
question d’entrevue!
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Régression et
maximum de vraisemblance
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e N
Formulation probabiliste

Loi gaussienne conditionnelle

16

4 N
Formulation probabiliste

Pour entrainer le modéle yw.,(x) nous passerons par une formulation probabiliste :

ple|x.i0,6%)= Nt |y, (x).0°)

» Revient a supposer que les cibles sont des versions bruitées du vrai modéle

tVl :yw'(xﬂ)-‘rg

k Bruit gaussien d§ moyenne 0
et de variance 0~
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Maximum de vraisemblance

Soit notre ensemble d’entrainement

D=(X,T)

ou

X ={%,....%,} et ¥, eR’
T={t,....ty}

et la fonction de probabilités dont les données sont issues
=2
p(T | X, w,0 )
Le maximum de vraisemblance s’exprime comme

w=argm3xp(T|X,W,02)

\_ come? L nconme Y,
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e
Maximum de vraisemblance

W= argmaxp(T \ X,w,oz)
W
= - - 2
:argrng:lxp(t1 ..... ty | Xy Xy, W0 )
w
En supposant que les données sont i.i.d

N
- - - 2
w:argmfxl Ip(t“|x”,w,a )

n=1

N
=argmax | | N(t,, lya(%) 0'2)
RS

(@)1
e 207

N
=argmax
em]]

1
wa N2mo
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e
Maximum de vraisemblance

N 1 _lE )
W= argmax In| e 2
v 13 2o

N 1 _u(E ) )
=argmax ) In| e
w ”Z{ N27o

N ENES ):f., )
=argmax N In| j+21n e 2
" o) u=tl

Indépendant de W

I Y CAR

2
n=l 20
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e
Maximum de vraisemblance

N =\V_+ )
s 0B
R

S

W=arg mjn zN: ( Vi ()?n )— t, )2

n=1

— —T—
Et puisque }; (X) =W X (voir quelques pages précédentes)

4 2
— . —T—
w:arngmZ(w X, —tn)
n=l1

21
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Maximum de vraisemblance

n=1

N 2
W =argmin Z(Wchn — tn)
w

Ep ()

Le « meilleur » W est celui pour lequel le gradient est nul

~

= T S T
—-T - — — _
w anxn —Ztnxn =0

En isolant W, on obtient que

iy = (XX XTT

ou
Lox, oy, 4
1 x X t
21 2d P
X=|. T . . ;

\ 1 Xyg 0 Xya ty

Maximum de vraisemblance
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va
En résumé

Maximiser la vraisemblance de données gaussiennes

Ga(E,)-0,)°

207

- S
W= arg max e
eme Ij. \27mo

n

Equivaut & minimiser la somme de I’erreur au carré
N
— . —T= 2
W =argmin ) (WT%, —t,)
w
n=1
Et en forcant a zéro le gradient, on obtient la solution

L iy = (XX XTT

L_ Trés important a
comprendre!

-
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4 N
Maximum a posteriori (MAP)

Cherche les meilleurs paramétres W en maximisant la probabilité a posteriori

Inconnue __—— Connues

—

Vv:argrr{?x p(VV\X,T,GZ)

o e
(T | X, w,0 )P(W) —> Par le théoréme de Bayes

=argmg1xp 5
W P\X,T,o —

Constante par rapport i W

=argmax p(T | X,w,0° )p(ﬂv)

26

e N
Maximum a posteriori (MAP)

On va émettre I’hypothéque que les données X, T ainsi que les paramétres W
sont iid de distributions gaussiennes

W= argme}xp(T | X,VV,O'Z)P(W)

n=1 \

N
=argmax| | N(tn | va(%,)w,0? )N(Vv |0, az)
Moyenne nulle

((®,)-1, )

1 - 5
N (x,).0%)= 20
(t,194(,)0%) o
B 1 _w's
N(Ww|0,2)= 2
(W‘ ) (271_)1/‘1 Z‘ e

27
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e
Maximum a posteriori (MAP)

Cherche les meilleurs paramétres 1 en maximisant la probabilité a posteriori

7 = argmax h{ﬁ N, vy (6, )07 N (o] 09:)}

n=l

=arg mgxiln[N(tu [ya(x, ),JZ)N(\X»\ O,Z)]

207 2

n=l
N 1 =y ) 1 W
=argm‘iix21n «/ﬂo’e +1In| W,M‘Z‘e

n=1

¥ 2 -
N, —yax)) W 1 1
_ S at)) 1 I
argmax 20° 2 " \2ro o (7)™

n=

/
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e
Maximum a posteriori (MAP)

Cherche les meilleurs paramétres Wwen maximisant la probabilité a posteriori

W = arg max i - (e W + ln% ln{ |
vooa %‘72 % (‘)
& » - W
Constante par rapport 10

De plus, comme on ne connait généralement pas X, on suppose qu’elle est isotropique

ad 0 .. 0

I
= 0 Y =a’

6 0 o’ /
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e
Maximum a posteriori (MAP)

Cherche les meilleurs paramétres w en maximisant la probabilité a posteriori

N _v 2 Tyl
»‘v:argmaxZ—(t" }«7(75,,)) _wEw
W o2

n=1

N > 7.
t,—yalx, ww
=argmax2— ( n )’“3( n)) v
Rl [ a”
N 2 UZ
=argmin X" (t, - v, (x,)) + 29" ol A=—
i .

n=1

30
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Maximum a posteriori (MAP)

Cherche les meilleurs paramétres wen maximisant la probabilité a posteriori

N
w=argmin (¢, — y;(x,)) + 40"

n=1

Formule également connue sous le nom de
«régression de Ridge »

Voir sklearn pour une implémentation simple

~

\ scikit-learn.org/stable

rated/sklearn.linear _model.Ridge. mv
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e
Maximum a posteriori (MAP)

N
w=argmin Y (¢, -y, (x,)) + "W

n=1

Ep ()

Les meilleurs paramétres sont ceux qui correspondent au gradient nul

V_E,(w)=0

32

e
Maximum a posteriori (MAP)

Puisque yﬁ,(i) =w'¥ (voir quelques pages précédentes)

N

Ey ()= (e, —"%) + 2it" i

n=1

En forgant le gradient a zéro VE, (W): (0 on peut démontrer que

Wypo =(X "X+ 2] X7T

\ Cette preuve est sujette a devoir...

~

33
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Maximum a posteriori (MAP)

~

Wypo = (X X+ A1) X"T

T
Le terme de régularisation 1 ww

est souvent appelé weight decay

La régression avec un weight decay est souvent appelé régression de Ridge

On retrouve le maximum de vraisemblance lorsque 1=0

Permet de réduire le sur-apprentissage lorsque A >0

34
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Régression non-linéaire

36
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/ . . .
Régression linéaire

* Le modéle de régression linéaire est le suivant :

Yo (X)=wy +wx, +w,x, +...+w,x,

on ¥ =(%,X,00x,)

* Probléme

» Un modéle linéaire est souvent pas assez flexible pour bien
représenter les données

37

e
Exemple sous-apprentissage

=== Modéle dont sont issues les données

= Modele linéaire appris

Yal(x) =w, +wx
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e
Exemple sous-apprentissage

Prix maison (x1,000$)

=== Modele dont sont issues les données

== Modele linéaire appris

Va(x) =w, +wx

100 1000 2000 3000
Surface (pi2)

39
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e N
Fonctions de base

Solution: on va projeter les donnée dans un espace plus grand, la ou les données
sont distribuées linéairement.

=> régression sur des données a M dimensions au lieu de d dimensions (M>d)

¢: R —> RY

40
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Fonctions de base

Exemple: au lieu de faire une régression linéaire 1D,

=> faire une régression linéaire en 4D

¢(x)—> (x,xz,x3,x4)

yw(x) =w, +wx Va(X)=w, +wx + 14)2x2 + w3)c3 + w4x4

v+ Y wh(x)

41

4 N

Degree 1 Degree 4
MSE = 4.08e-01(+/- 4.25e-01) MSE = 4.32e.02(+/- 7.08e-02)
— Model — Model
True function True function
« Samples s Samples

yo(x)=w, +wx Va(X) = w, + Z w,(x)

42
Source : stats 19/arti I ks-equival Ji i h-pol I

42
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Fonctions de base

De fagon plus générale
M
Va(X)=w, + z wé, (x)
i=1
ou les ¢l()?)sont des fonctions de base (basis functions)

¢ Cas particulier : ;ﬁl(f) =x;, et M= d+1

o

43

e
Fonctions de base

Pour simplifier 1a notation, on va supposer que gﬁl)(f)ZI
afin d’inclure le biais dans la sommation

hyperparamétre

\ parametre

M-1 /
Y= we (%)
i=0 \

Fonction de base
44
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e
Fonctions de base

Pour simplifier 1a notation, on va supposer que gﬁl)(f)ZI

afin d’inclure le biais dans la sommation

45

15



e N
Fonctions de base

Une des fonctions de base les plus fréquentes est la fonction polynomiale

=> Régression polynomiale

N v
46
s N
N v
47
' N

Régression et
maximum de vraisemblance

48

16



e N
Formulation probabiliste

Loi gaussienne conditionnelle

Comme auparavant, on suppose ici que les données sont corrompues
par un bruit gaussien.

49

s N
Maximum de vraisemblance

Suivant le méme processus que précédemment, on obtient que

Et ici aussi, le « meilleur » w est celui pour lequel le gradient est nul

V,E, ()= 3 (73, -1, B(E, ) =0

n=1

\ /
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s N
Maximum de vraisemblance

WY -2 g =0

En isolant W, on obtient que

Wiy =(@"®) ' @'T

. ¢0(}1) ¢|()‘c1) ¢M—1(;C1) t
_ (15\1(.22) ¢1(;‘2) ¢.\47|'(22) t,

\ ¢u(;‘cw) ¢1()‘Cm) ¢M—1(;‘N) l‘\y /

51
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e
Maximum a posteriori (MAP)

Encore une fois, en suivant les mémes étapes qu’auparavant, la solution au
maximum a posteriori s’exprime sous la forme suivante

b, -9 #"w

N
W = argmin
. ,,Z::‘ 2 2

Ey(W)

Formule également connue sous le nom de
« régression de Ridge »

Exemple pour une fonction de base polynomiale
ttps://scikit-learn.or; i model/) ial intery

htm

/
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e
Maximum a posteriori (MAP)

Ici aussi on obtient la solution optimale en forgant le gradient a zéro

VE,(#)=0

Et ainsi obtenir

e = (@D + AT DT

Cette preuve est sujette a devoir...

~

53

Maximum a posteriori (MAP)

o= (@ @+ AI) T

* Le terme de régularisation ﬂ% est souvent appelé weight decay
* La régression avec un weight decay est souvent appelé régression de Ridge
¢ Onretrouve le maximum de vraisemblance lorsque 1=0

¢ Permet de réduire le sur-apprentissage lorsque 4 >0

~

54
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Régression avec
prédictions multiples

55

D=(X,T)
ou

T={t,....t5}

X ={%,....%,} et ¥, eR’

x : Surface (pi2)

Exemple: prédiction du prix d’une maison (d=1)

Régression avec prédiction simple

¢ : prix maison

250 89,0008
554 197,000
710 261,000
2890 681,000

~

RAPPEL

56

D=(X,T)

ou

X ={%,....%,} et ¥, eR’
T={t,....t5}

Exemple: prédiction du prix d’une maison (d=2)

X : Surface (pi2); 4ge de la maison (années)

Régression avec prédiction simple

¢ prix maison

~

RAPPEL

(250, 45) 89,0008
(554, 90) 197,0008
(710, 12) 261,0008
(2890, 51) 681,0008

57




4 R
Régression avec prédictions multiples

Exemple: prédiction de plusieurs éléments d’une maison (d=2, K=3)

X : Surface (pi2); dge de la maison (années) 7. prix maison; coiit chauffage; taxes
(250, 45) (89,0008, 7208, 12318)
(554, 90) (197,0008, 13018, 1711$)
(710, 12) (261,0008, 14458, 1199$)
(2890, 51) (681,000$, 37898, 29988$)

58

4 N
Régression avec prédictions multiples

Le modele doit maintenant prédire un vecteur
— T (=
Yw (x ) =W (x )

Ou W est une matrice M x K

Chaque ligne de W peut étre vue comme un vecteur ¥, du modéle Vi, (fc): Vv{@(f)
pour la k“cible

59

4 R
Régression avec prédictions multiples

Si on suppose encore une fois un modeéle de bruit gaussien

pf1%.7.0%)= N | 3y (%).0%)

On peut montrer que la solution du maximum de vraisemblance est

W,, =(©'0) 0T

Et la solution du maximum a posteriori est

Wy = (@70 + M)’lchT\

Ou T est une matrice N x K

60
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Résumé régression linéaire

Fonction
de base

Modéle : v, (7)= S m(5) = #'4(7)

i=0

Paramétre

Entrainement par maximum de vraisemblance:

iy =(@T0) @7

Entrainement par maximum a posteriori:

Ty = (@ @+ ) DT

Hyper-paramétres : M et A

61

21



